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Найдено аналитическое решение для сферически стратифицированной среды на основании полученного ранее точного
решения уравнения Компанейца для ударного фронта в плоскослоистой среде с плотностью, изменяющейся по закону
гиперболического тангенса. Найденное решение позволяет полностью построить ударный фронт и исследовать
его эволюцию для различных значений независимых параметров (перепад плотности, положение точки взрыва, масш-
таб неоднородности), варьируя которые можно моделировать реальные условия, получая информацию о свойствах
среды и об эволюции остатков сверхновых.
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1. Ââåäåíèå
В связи  с  возможностью наблюдения не  только
в радио и оптическом, но также в рентгеновском
и  гамма  участках  спектра  интерес  к  остаткам
сверхновых (ОСН) значительно возрос за последние
годы.  ОСН  активно  исследуются  в  радио  [1],
рентгеновском  (см., например, обзор Дж. Винка,
посвященный перспективам рентгеновских иссле-
дований ОСН, [2]) и гамма [3] диапазонах. ОСН
исследуются также с помощью таких методов на-
блюдений,  как  глобальная  интерферометрия  [4]
и гравитационное линзирование [5].
Излучение в ОСН в разных диапазонах длин
волн  связано  с  различными  механизмами.  Так,
рентгеновское  излучение  возникает  как  за  счет
синхротронного излучения и обратного Компто-
новского рассеяния, так и за счет нагрева плаз-
мы  ударным  фронтом  (УФ).  Если  среда  доста-
точно  плотная,  то  при  взаимодействии  ОСН
с  молекулярным  облаком  в  процессе  распада  и
рождения пи-мезонов в протон-протонных столк-
новениях возникает жесткое гамма-излучение, ко-
торое  представляет  особый  интерес  в  связи  с
проблемой происхождения космических лучей [6].
Значительное число остатков  ( 10 %)  наблю-
дается в молекулярных облаках. Взаимодействие
ОСН  с  молекулярным  облаком  проявляет  себя
не только во влиянии на форму остатка и на свой-
ства  межзвездной  среды  (МЗС)  (см.  моногра-
фию Лозинской [7], а также переизданный недав-
но учебник Бочкарева [8]), но и в высокочастот-
ном мазерном излучении гидроксила на частоте
1720 МГц. Линия на этом переходе в ОСН впер-
вые  наблюдалась  Фрейлом,  Госсом  и  Слышем
[9]  с  помощью  глобальной  интерферометрии.
Она,  как  было  показано  Элитцуром,  возникает
лишь в узком интервале параметров, который ре-
ализуется в области взаимодействия молекуляр-
ного  облака  и  фронта  ударной  волны  остатка,
и позволяет таким образом получить достовер-
ную информацию о них [10, 11].
Исследование  морфологии  ОСН  важно  для
понимания их эволюции и физических процессов
в них происходящих. В этой связи важную роль
играют точные решения уравнения Компанейца
(УК) для УФ в неоднородной среде  [12]. Реше-
ние УК для среды с плоской стратификацией удоб-
но использовать в случае, когда масштаб моле-
кулярного облака значительно превышает размер
остатка, находящегося на его границе, и неодно-
родность можно считать одномерной. Если мас-
штаб молекулярного облака или неоднородности
МЗС  сравним  с  размером  остатка,  более  адек-
ватно рассматривать среду со сферической стра-
тификацией.
Впервые  решение  УК  для  нецентрального
взрыва в среде со сферической стратификацией
было  исследовано  Кориканским  [13],  который
нашел решения в случае степенного распределе-
ния плотности по радиусу. В работе [14] Конторо-
вичем и Пименовым было найдено преобразова-
ние для перехода от случая плоской стратифика-
ции к сферической. При известном решении для
среды с плоской стратификацией оно позволяет
построить  решение  для  среды  со  сферической
стратификацией с определенным законом изме-
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нения плотности. При этом экспоненциальные рас-
пределения  плотности  переходят  в  степенные.
С помощью этого преобразования было исследо-
вано распространение УФ при огибании особен-
ности  плотности  применительно  к  солнечной
короне [15] и к взрыву гиперновой [16].
Существуют и другие подходы к задаче о взры-
ве в неоднородной среде, например, в [17] пере-
ходная  область  с  большим  градиентом  заме-
няется скачком плотности, что позволяет произве-
сти  аналитические  исследования.  Чрезвычайно
плодотворным  является  секторное  приближение,
применимое  также  при  несимметричном  взрыве
(см. подробную библиографию в обзоре [18], а так-
же ссылки на литературу в работах [19, 20]).
В настоящей работе на основании полученного
недавно точного решения УК для сильного взры-
ва при изменении плотности по закону гиперболи-
ческого тангенса в плоско стратифицированной
среде [19, 20] построено точное решение уравне-
ния Кориканского для среды со сферической стра-
тификацией. Решение содержит три независимых
параметра. Закон изменения плотности для УФ,
для которого ниже будет приведено это решение,
близок к квадратичной гиперболе, хотя имеются
определенные отличия.
2. Óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà
äëÿ ÓÔ è ïåðåõîä îò ïëîñêîé
ê ñôåðè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè
Уравнение Компанейца для УФ в среде с плоской
стратификацией имеет вид
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где  0( ) ( )z z     – закон изменения плотности,
( , )r r z y  описывает УФ в цилиндрических коор-
динатах [12]. Будем рассматривать безразмерные
величины  r,  z  и  y,  отнесенные  к  *z   (масштаб
неоднородности)  [19,  20]:  * ,z z z   * ,r z r
* .y z y
В среде со сферической стратификацией урав-
нение для УФ ( ( , )R y      – функция, описы-
вающая УФ (рис. 1)) принимает форму
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(2)
где  0( ) ( )R R     – закон изменения плотности;
R  и     – полярные координаты;  0 ,R R   0    и
0y   – координаты точки взрыва и момент взрыва
[13, 14].
В уравнения  (1),  (2)  введено “время”  Компа-
нейца y [13]:
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где  0E  – энергия взрыва, произошедшего в мо-
мент  времени  0t    в  среде  с  плотностью  0   в
точке взрыва;  ( )V t  – объем, занимаемый УФ;  
показатель  адиабаты;  2 3    –  безразмерный
коэффициент, показывающий во сколько раз плот-
ность энергии около фронта больше чем средняя
плотность энергии по объему.
В [19, 20] было получено полное аналитичес-
кие решение УК для плотности среды, изменяю-
щейся по закону гиперболического тангенса
( ) th .z a b z   (3)
Решение содержит в себе многочисленные ча-
стные случаи распределения плотности, рассмот-
ренные ранее (см. ссылки в [19, 20]). Полученное
решение позволило построить УФ во всех обла-
Рис. 1.  Пример  распределения  плотности  и  формы  УФ
в среде со сферической стратификацией. Звездочкой обо-
значено положение точки взрыва  0( ,R R   0),   который
происходит в момент времени Компанейца  0y 
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стях и исследовать его эволюцию для различных
значений положения точки взрыва  0,z  перепада
плотностей  ( ) ( )a b a b     и масштаба нео-
днородности  *.z  Детальное исследование движе-
ния  лидирующих  точек  УФ  показало,  что  при
спадании  плотности  МЗС  до  нуля  УФ  проры-
вается на бесконечность за конечное время [19].
При малой, но отличной от нуля плотности МЗС
прорыва на бесконечность не происходит, однако
УФ имеет выраженную фазу ускорения, которая сме-
няется  фазой  замедления  (торможения)  [19,  20].
Полученное  полное  решение  позволило  также
вычислить объем, занимаемый УФ, и перейти от
времени  Компанейца  y  к  реальному  времени  t.
Это решение будет использовано в дальнейшем
при переходе к решению для  среды со сферичес-
кой стратификацией.
Для  перехода  к  сферической  стратификации
воспользуемся полученным в работе Конторови-
ча  и  Пименова  [14]  преобразованием,  которое
позволяет  перейти  от  известного  решения  для
среды с плоской стратификацией к решению для
нецентрального взрыва в среде со сферической
стратификацией:
0 0
0
ln , ,
R
z z r z
R
   (4)
где  0R   соответствует  положению  точки  взрыва
в среде со сферической стратификацией.
Соответственно, преобразованный закон изме-
нения плотности имеет вид
2
0
0 2
0
( ) ln .
zR
R z
R R
 
   
 
При  этом  экспоненциальные  распределения
плотности в случае плоскослоистой среды,
( ) exp{ },z az  
переходят  в  степенные  для  среды  со  сферичес-
кой сратификацией [14]:
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2
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R z z R R
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Применяя  преобразование  (4)  к  закону  изме-
нения  плотности  (3),  находим  закон  изменения
плотности, для которого ниже будет получено ре-
шение уравнения (2) для среды со сферической
стратификацией (рис. 2):
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При  R   зависимость плотности от коорди-
нат  имеет  вид
2
0
2
( ) 1 .
z b
R
aR
 
   
 
То  есть  на  больших  расстояниях  плотность
асимптотически ведет себя  21 .R  Заметим, что
в данном случае не допускается выход плотнос-
Рис. 2. Распределение плотности в среде со сферической
стратификацией для различных значений положения точки
взрыва  0( )R  в среде со сферической стратификацией (а)
и положения точки взырва  0( )z  в среде с плоской страти-
фикацией (б)
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ти на постоянное значение в отличие от случая,
построенного  на  экспоненциальном  решении
Силича и Фомина, который был рассмотрен Кон-
торовичем и Шелягом [16]. Действительно, в пос-
леднем  случае  при  переходе  от  плоской  среды
( ) ,zz e C   
к сферической плотность имеет вид
0
0
2
( 2) 20
0 2
0
1
( ) .z
z
z
R R Cz
RR
 


  
Для  0 2z    0( 1)z    при  R    реализуется
выход на отличную от нуля плотность
2 2
0
( ) .
C
R
R R

  
Такое поведение распределения плотности объяс-
няется тем, что  2R  в знаменателе первого слагае-
мого  компенсируется  множителем  в  числителе,
происходящим от неограниченно возрастающего
экспоненциального множителя для среды с плос-
кой стратификацией. В случае гиперболического
тангенса, значения которого изменяются в ограни-
ченных пределах ( 1 th 1),x    такая компенсация
знаменателя,  растущего как  2,R   невозможна, и
плотность (5) неограниченно убывает при  .R 
3. Ðåøåíèå ÓÊ äëÿ ÓÔ â ñðåäå
ñî ñôåðè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèåé
Общий интеграл уравнения (1) получается пост-
роением огибающей частных решений, получен-
ных методом разделения переменных (более под-
робное решение уравнения см. в [19, 20]). Интег-
рируя с учетом того, что на малых временах УФ
является сферой, и применяя преобразование (4),
находим выражения для УФ в сферических коор-
динатах  в  параметрическом  виде.  Полученные
выражения можно записать компактно, используя
обозначения:
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,
2 ( ) 1.C a b    
Тогда  в  области  УФ,  движущейся  в  сторону
уменьшения  плотности,  выражения  для  формы
УФ будут иметь вид:
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1 11( , ) ln ,
2
C CR T D T D     
 
    
  
   1 1( , ) ln .
2
a b a b
C Cy R T D T D 
 
 
   
 
   
  
В области УФ, движущегося в сторону увели-
чения плотности,
   
1 1
1 11( , ) ln ,
2
C CR T D T D     
 
    
  
   1 1( , ) ln .
2
a b a b
C Cy R T D T D 
 
 
   
 
   
  
В промежуточной области УФ решение нахо-
дится из условия сшивки на верхней и нижней
границах этой области с решениями в областях,
прилегающих к лидирующим точкам (рис. 3):
   
1 11
( , ) ln ,
2
C CR T D T D    
 
    
 
   ( , ) ln .
2
a b a b
C Cy R T D T D 
 
   
  
   
 
Рис. 3. УФ:  пунктирная  линия  соответствует  промежу-
точной области, сплошная – областям, прилегающим к ли-
дирующим точкам, движущимся в сторону убывания  2( )R
и нарастания  1( )R  плотности. Сшивка решений осуществ-
ляется на границах области с  0 
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Поскольку коэффициенты  C  не содержат пе-
ременных,  к  которым  применяется  преобразо-
вание  (4),  т.  е.  не  зависят  от  закона  изменения
плотности, окончательные выражения похожи по
форме записи на решения, полученные в [19–20]
для плоскослоистой среды.
4. ÓÔ â ñðåäå ñî ñôåðè÷åñêîé
ñòðàòèôèêàöèåé è åãî ýâîëþöèÿ
Полученные  аналитические  выражения  позво-
ляют с помощью несложных численных процедур
построить  УФ во  всех областях (рис.  4). Фронт
строится по той же схеме, что была использова-
на ранее в [19, 20]. По заданным значениям   и R
находится  соответствующее  им  значение  вре-
мени Компанейца y. Обращая это соотношение,
получаем  вспомогательную  функцию  ( , ).y R
Подставляя  ее  в  выражение,  описывающее УФ,
получаем соответствующие значения    и нахо-
дим искомую форму УФ.
Видно, что при выбранных параметрах  0( 2.0,R 
0 1.0,z    0.06)    на  начальных  временах  УФ
расширяется  практически  равномерно,  как  и  в
случае плоскослоистой среды. На более поздних
временах УФ заметно тормозится при движении
в  область  повышения  плотности,  продолжая
расширяться в сторону уменьшения плотности.
При этом, в отличие от среды с плоской страти-
фикацией, отсутствует выраженная фаза ускоре-
ния фронта (ср. с [19, 20]).
5. Çàêëþ÷åíèå
ОСН  –  удобные  астрономические  объекты  для
исследований не  только  потому,  что  они позво-
ляют  изучить  механизмы  взрыва  сверхновой  и
эволюцию звезды-предка, но и в связи с много-
численными процессами в них происходящими.
Расширяясь в ходе своей эволюции, остаток ока-
зывает значительное влияние на МЗС, изменяя па-
раметры плотности, температуры, концентрации
и состояние ионизации вещества [7, 8]. В том слу-
чае,  если  ОСН  физически  связан  с  нейтронной
звездой, образовавшейся при взрыве сверхновой,
параметры  остатка,  такие  как  возраст,  расстоя-
ние, плотность окружающей среды, могут быть
использованы и для изучения самой нейтронной
звезды. Сравнительное изучение изолированных
и связанных с остатками нейтронных звезд важ-
но для более полного понимания коллапсирующих
сверхновых [21]. Изучение ОСН в неоднородной
среде тесно связано с проблемой происхождения
космических  лучей,  так  как,  по  современным
представлениям,  именно  ОСН  являются  основ-
ным источником галактических космических лу-
чей  [3].  Предполагается  также,  что  интенсивно
исследуемые в последнее время ОСН со смешан-
ной морфологией (термально-композитные ОСН)
[22] могли сформироваться в результате проник-
новения  УФ  расширяющегося  остатка  в  среду
более плотную, чем окружающее молекулярное
облако. В ОСН этого типа за счет рентгеновско-
го изучения из центра остатка в результате дис-
Рис. 4. Форма УФ в среде со сферической стратификацией в
полярных координатах для разных значений времени Компа-
нейца y при  0 2.0,R    0 1.0,z    0.06 :   a – малые времена,
б – большие времена. Пунктирной линией обозначена проме-
жуточная область УФ, звездочкой – положение точки взрыва
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социации  молекул  воды  создается  необходимая
концентрация гидроксила, а в области взаимодей-
ствия молекулярного облака и УФ остатка возни-
кают  подходящие  условия  для  возникновения
мазерного излучения [10, 11].
Точные  решения  УК  для  УФ  в  неоднородной
среде со сферической стратификацией, аналогич-
ные  полученному  в  данной  работе,  являются
необходимым  этапом  описания  эволюции  ОСН,
взаимодействующих  с  неоднородностями  МЗС,
такими  как  молекулярные  облака.  В  частности,
они необходимы при исследовании излучения ОСН
в радио и рентгеновском диапазонах, где диффу-
зионное распространение релятивистских электро-
нов, вместе с потерями на излучение определяю-
щее форму и спектры ОСН [23], рассматривается
эволюционно и требует учета эволюции УФ.
Применение  решения  УК  для  УФ  в  сферичес-
ки стратифицированной среде не ограничивается
только  МЗС.  Так,  в  связи  с  проблемой  темной
материи  заметим,  что  моделирование  распределе-
ния темной материи в скоплениях галактик приво-
дит к закону изменения плотности   
3
0 1 aR R

   
со степенной асимптотикой  3R  [24]. Тут необ-
ходимо отметить, что масштаб скоплений галактик
(~ 10  Мпк) значительно превышает средние раз-
меры ОСН (от 1–2 до нескольких десятков парсек,
в зависимости от возраста остатка).  Полученный
закон  распределения  темной  материи  основан  на
феноменологическом подходе и хорошо согласует-
ся  с  наблюдательными  данными.  Оценочные
значения плотности распределения газа находятся
из  измеренных  профилей  рентгеновской  яркости
и  подставляются  в  уравнение  гидростатическо-
го  равновесия  для  получения  профилей  темной
материи. Так как форма УФ должна отражать по-
ведение  закона  изменения  плотности,  то  в  этом
случае в качестве асимптотики найденного реше-
ния (для больших R) можно использовать точное
решение  Кориканского  [14]  для  нецентраль-
ного  взрыва  со  степенным  законом  изменения
плотности в среде со сферической стратификацией:
 0 0( ) ,r R R

     где  0R   –  положение  точки
взрыва,  3   (рис. 5). При этом форма УФ будет
близка  к  кардиоиде.  В  этом  случае  лидирующая
точка ударного фронта будет двигаться (в сторону
убывания  плотности)  равномерно  [25].  В  случае
большего показателя степени    УФ будет замед-
ляться, при меньшем – ускоряться.
Автор  выражает  благодарность  В.  М.  Конторо-
вичу и Е. Ю. Банниковой за ценные замечания и
обсуждение результатов.
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ON THE THEORY OF THE OF-CENTRAL EXPLOSION
IN A SPHERICALLY STRATIFIED MEDIUM
Аn analytical solution for a spherically stratified medium is con-
structed on the strength of an earlier obtained exact solution of
Kompaneets equation for the shock front in a planar stratified
medium with the density changing as the hyperbolic tangent.
The solution obtained allows to build entirely the shock front
and explore its evolution for different values of independent
parameters (density gradient, explosion point position, scale
of inhomogeneity) which varying can permit simulation of real
conditions while obtaining information on medium properties
and supernova remnant evolution.
Key words: supernova remnants, molecular clouds, Kompaneets
equation for the shock front
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ДО ТЕОРІЇ НЕЦЕНТРАЛЬНОГО ВИБУХУ
У СФЕРИЧНО СТРАТИФІКОВАНОМУ СЕРЕДОВИЩІ
Отримано аналітичний розв’язок для сферично стратифіко-
ваною середовища на основі отриманого раніше точного
розв’язку рівняння Компанійця для ударного фронту в плос-
кошаруватому  середовищі  зі  щільністю,  що  змінюється
за законом гіперболічного тангенса. Отриманий розв’язок
дозволяє  цілком  побудувати  ударний  фронт  і  дослідити
його еволюцію для різних значень незалежних параметрів
(перепад щільності, положення точки вибуху, масштаб нео-
днорідності), варіюючи котрі можна моделювати реальні
умови, отримуючи інформацію про властивості середовища
та еволюцію залишків наднових.
Ключові слова: залишки  наднових,  молекулярні  хмари,
рівняння Компанійця для ударного фронту
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